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用于有界噪声时变矩阵计算的终端零化神经网络
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摘 要：为提升零化神经网络（ZNN）求解时变矩阵计算问题时的收敛性能，提出一种具有抗噪能力的终端

零化神经网络（TZNN）及其对数加速形式（LA-TZNN）。对误差动态的终态吸引性展开分析，结果表明所提

网络在受到有界噪声干扰时仍能在固定时间内使误差归零，其中LA-TZNN可实现对数调节时间稳定，收敛速

度相较于TZNN更快。考虑到实际情况中初始误差有界，给出半全局意义上的调节时间上界，并通过设置可

调参数，使网络实现预定义时间稳定。将 2种模型应用于时变矩阵求逆和 PUMA560机械臂重复运动规划问

题，仿真结果验证了所提方法相较于传统ZNN设计，调节时间更短，收敛精度更高，并能够有效抑制有界噪

声干扰。
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Abstract: To improve the convergence performance of zeroing neural network (ZNN) for time-varying matrix computa‐

tion problems solving, a terminal zeroing neural network (TZNN) with noise resistance and its logarithmically acceler‐

ated form (LA-TZNN) were proposed. The terminal attraction of the error dynamic equation were analyzed, and the re‐

sults showed that the neural state of the proposed networks can converge to the theoretical solution within a fixed time 

when subjected to bounded noises. In addition, the LA-TZNN could achieve logarithmical settling-time stability, and its 

convergence speed was faster than the TZNN. Considering that the initial error was bounded in actual situations, an up‐

per bound of the settling-time in a semi-global sense was given, and an adjustable parameter was set to enable the net‐

work to converge within a predefined time. The two proposed models were applied to solve the time-varying matrix in‐

version and trajectory planning of redundant manipulators PUMA560. The simulation results further verified that com‐

pared with the conventional ZNN design, the proposed methods have shorter settling-time, higher convergence accuracy, 

and can effectively suppress bounded noise interference.
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0　引言

矩阵方程求解作为一类重要的数学分析与计算

问题，应用场景广泛[1]。通常可采用基于串行处理

的数值迭代方法来解决，如Zhu等[2]提出一种级数

展开算法，简化了加权最小二乘解中复杂的逆矩阵

计算，在确保结果有效性的前提下有效降低了计算

量。但在面对高维问题时，由于计算复杂度近似为

矩阵维数的三次幂，计算负担将随之急剧增加，处

理速度受到限制，可能无法满足连续实时计算的需

求。神经网络方法具有并行计算和分布式存储等特

点，在处理高维问题上，逐渐受到重视并被广泛研

究。梯度神经网络 （GNN, gradient neural net‐

work），作为递归神经网络的一个重要分支，可沿

负梯度方向不断降低代价函数，迫使各神经状态逐

渐逼近理论值[3]。在求解动态问题时，由于参数具

有时变特性，梯度下降法难以保证代价函数始终处

于递减状态[4]，且可能会陷入局部最小点。此外

GNN的计算精度与收敛速度往往无法兼得[5]。因

此，该方法一般只适用于静态场景，对于解决时变

高维问题仍需寻求新的方法。

零化神经网络（ZNN, zeroing neural network），

一种源自于Hopfield神经网络的并行单层反馈神经

动力学模型，解决了GNN时间导数信息缺失的问

题。与传统基于标量误差的方法不同，ZNN定义

了向量或矩阵形式的误差函数并设计了对应的误差

动态，理论上所有误差子元素均能全局渐进收敛至

零，可满足大规模实时并行计算的需求，被广泛应

用于各类时变问题的求解，如矩阵逆运算[6]、矩阵

方程[7-8]、约束二次规划[9]和不等式[10]等。作为一

种处理时变问题的强大工具，ZNN也被用于实际

科学与工程领域，如机器人重复运动规划[11]、数

字图像处理[12]、混沌系统同步[13]和多智能体系统

协同控制[14]等。

稳定性是评价ZNN收敛性能的一个关键指标，

Zhang等[15]为求解时变西尔维斯特（Sylvester）公

式，最早提出了一种带线性激活函数的ZNN，其

可保证所有神经状态以全局指数速度稳定，但在理

论上仍需无限长的时间才能使误差真正归零，这在

实际应用中是不理想的，亟须收敛速度更快的求解

方案。为此，Xiao等[16]设计了多种非线性激活函

数，并在各类时变场合中验证了有限时间稳定性。

由于缺乏对激活函数有界性的考虑，该方法难以满

足硬件实现需求，故Sun等[17]提出一类有限值激活

函数，只涉及基础的代数运算和求根，在实现有限

时间收敛的前提下进一步降低了计算成本。然而有

限时间稳定性高度依赖初始条件，过大的初始误差

会导致网络无法在期望时间内稳定，因此一类固

定、预定义时间稳定性[18]的概念被研究和提出，

其调节时间具有一个与误差初态无关的上界，并能

通过修改内部参数被提前设定，这在实际应用场合

颇有意义。随后多种新型激活函数[19-20]被设计，以

使ZNN可以在固定、预定义时间内完成收敛，其

中符号双幂函数[21]最为典型，并得到了广泛研究。

为简化设置预定义时间的步骤，Qi等[22]设计了一

类强、快预定义收敛ZNN，将调节时间上界转化

为一个独立可直接修改的先验参数。为提升预定义

精度，Li等[23]将设定时刻与时间的差值作为分母

引入增益设计中，迫使增益不断递增，得到的

ZNN可实现设定时间稳定性，并能有效抑制噪声

干扰。

外部噪声干扰会影响网络的收敛精度，提升鲁

棒性也是ZNN设计的重要环节。现有的抗噪措施

大致可总结为 3类，第一类方法是修改增益形式，

Zhang 等[24]提出了一类随时间不断增加的时变增

益，加速误差收敛的同时还可削弱噪声影响。基于

事件触发控制，Dai等[25]提出一种模糊自适应增益

和分段预定义时间激活函数，一旦噪声满足触发条

件即可实时更新增益。为加快初始区间的收敛速

度，Xiao等[26]对传统时变增益[27]作出改进，使增

益从非零初值开始递增。第二类方法是引入积分结

构[28]，可以累积过去的误差信息并在短期内将其

平滑化，然而理论上单层积分在有限的时间内无法

真正消除噪声，Li 等[29]提出一种双重积分构型，

专用于处理线性噪声干扰。为了改善积分增强

ZNN的稳定性，提出一种新型激活函数[30]，在固

定时间内解决洛伦兹混沌系统的同步问题。Hu

等[31]给出亚当斯-巴什福思（Adams -Bashforth）离

散形式的误差动态，验证了积分增强ZNN以差分

模型求解时变问题的可行性。第三类方法是在激活

函数中添加比例项和符号项[32]，其中比例项用于

加速和消除线性渐消噪声影响，符号项用于抵消有

界非渐消噪声干扰，如 Jin等[33]设计了一种鲁棒性

预定义 ZNN，通过符号函数补偿外部噪声干扰。

在实际工程应用领域，外部噪声往往无法避免，为
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保证ZNN求解结果的有效性，需要进一步加强对

其鲁棒性的研究。

在实际计算中，初始条件通常处于一个有界区

域内，全局意义上的调节时间上界与实际调节时间

相差过大，在构建预定义时间收敛ZNN时可能会

损失计算精度。且在现有文献中，在半全局意义上

研究ZNN稳定性相对较少。因此本文提出。一种

具有抗噪能力的终端零化神经网络（TZNN, termi‐

nal zeroing neural network） 及其对数加速形式

（LA-TZNN, logarithmically accelerated terminal zero‐

ing neural network），并在半全局意义上实现预定义

时间稳定性。本文主要创新与工作如下所示。

1) 基于噪声扰动的时变矩阵求逆问题，提出

一种结构简单易于实现的TZNN模型，利用对数加

速方法，得到调节时间更短的LA-TZNN模型，并

给出相关神经拓扑结构图。

2) 对误差动态的终态吸引性展开分析，结果表

明所提模型相较于传统ZNN设计，能有效消除有

界噪声干扰，且调节时间具有与初始状态无关的上

界，可实现固定时间稳定，并详细说明了增益取值

对模型抗噪性能和收敛速度的影响。

3) 在半全局意义上给出最小调节时间上界，

降低了全局估计的保守性，并通过修改激活函数表

达式，使所提模型的调节时间可提前设定，具有预

定义时间稳定性。

4) 将所提模型应用于时变矩阵求逆和带初始

误差的PUMA560机械臂重复运动规划问题，在无

噪声、有界噪声干扰环境下分别验证了本文方法的

有效性和优越性。

1　问题描述和模型设计

1.1　时变矩阵求逆

时变矩阵求逆作为一类经典的时变矩阵计算问

题，其表达形式如式(1)所示。

M ( t ) X ( t ) = I (1)

其中，t ∈ [ 0,+∞ ) 表示时间，X ( t ) ∈ Rn × n 表示待

求未知矩阵，M ( t ) ∈ Rn × n是一个光滑可逆的时变

矩阵，且导数信息 Ṁ ( t ) 已知，I ∈ Rn × n 是 n阶单

位 阵 。 定 义 矩 阵 形 式 的 误 差 函 数 为 E ( t ) =

M ( t ) X ( t ) -I，当其中所有元素均收敛至零后，神

经状态X ( t )可以近似替代理论解X * ( t ) = M -1 ( t )。

考虑到实际计算中存在外部噪声干扰，可定义式(2)

所示的误差动态方程。

Ė ( t ) = - γΦ (E ( t ) ) + N ( t ) (2)

其中，误差函数 E ( t ) = { eij ( t ) }n × n， eij ( t ) 表示

E ( t ) 中第 i,j 个误差分量；Φ (⋅) = { ϕ (⋅) }n × n 表示 n

阶激活函数矩阵，ϕ (⋅)是一个单调递增的奇函数；

γ > 0表示恒定增益；N ( t ) = { nij ( t ) }n × n表示外部

噪声干扰，将误差函数E ( t )代入误差动态式(2)中，

可以得到传统的噪声干扰ZNN模型为

M ( t ) Ẋ ( t ) = - Ṁ ( t ) X ( t ) + N ( t ) -

γΦ (M ( t ) X ( t ) - I ) (3)

恒定增益 γ和激活函数 ϕ (⋅)的选择会影响ZNN

模型的收敛性能。增大 γ可以提升ZNN模型的收敛

速度，激活函数 ϕ (⋅)将神经元的输入映射到输出

端，决定了ZNN模型的收敛性能。

1.2　固定时间收敛TZNN模型

在求解问题式(1)时，希望ZNN模型式(3)在受

到外部噪声干扰时仍具有优越的收敛性能，本节以

此展开研究，提出一种固定时间收敛激活函数

ϕ1 ( x )。

ϕ1 ( x ) = (1 + x2 )sgn ( x ) (4)

将式(4)代入ZNN模型式(3)中，得到一种具有

固定时间收敛特性的TZNN模型。

M ( t ) Ẋ ( t ) = - Ṁ ( t ) X ( t ) + N ( t ) -

γ (1 + E2 ( t ) )sgn (E ( t ) ) (5)

其中，E2 ( t ) = E ( t )⊙E ( t )，⊙表示哈达马（Had‐

amard）积，且1表示全1矩阵。为了加快TZNN模

型式(5)的收敛速度，对激活函数式(4)进行改进，

得到一种对数加速的固定时间收敛激活函数

ϕ2 ( x )。

ϕ2 ( x ) = (1 + x2 ) (1 + μ arctan |x|)sgn ( x ) (6)

其中，参数 μ > 0用于调整收敛速度。将激活函数

式(6)代入ZNN模型式(3)中，在TZNN模型式(5)的

基础上得到一种具有对数调节时间的 LA-TZNN

模型。

M ( t ) Ẋ ( t ) = -Ṁ ( t ) X ( t ) + N ( t ) -

γ (1 + E2 ( t ) ) (1 + μ arctan |E ( t )|)sgn (E ( t ) )   
(7)

所提TZNN模型式(5)和LA-TZNN模型式(7)均

具有优越的抗噪能力，详细证明在第 3节中给出。

为了更加清楚地观察所提网络的运算流程与结构，

图1绘制了LA-TZNN模型式(7)第 j列神经元的拓扑

结构，其中，mij、 Iij、xij 和 nij 分别为系数矩阵
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M ( t )、单位矩阵 I、神经状态 X ( t ) 和有界噪声

N ( t )中第 i, j个元素，ṁij表示mij的导数。当选择参

数 μ = 0 时可得 1 + μ arctan |eij ( t )| = 1，LA-TZNN

模型式(7)退化为TZNN模型式(5)，因此 μ > 0是保

证对数加速成立的必要条件。

2　鲁棒性分析

为了便于说明，本节将恒定增益 γ展开为两部

分 γ = γc + γr，来证明TZNN模型式(5)和LA-TZNN

模型式(7)在受有界噪声 |N ( t )| ≤ Δ干扰时具有固定

时间收敛性，其中，γr用于抵抗噪声干扰，γc为剩

余增益，Δ表示噪声上界。

2.1　TZNN模型

定理 1 当增益满足 γr ≥ Δ时，受有界噪声

|N ( t )| ≤ Δ干扰的TZNN模型式(5)用于求解问题式(1)

时，其神经状态X ( t )可以收敛至理论解X * ( t )，且

网络的调节时间T1满足

T1 = Ts(emax (0 ) ) (8)

Ts(eij (0 ) ) ≤ 1
γc

arctan | eij (0 ) | (9)

其中，emax (0 ) = max |eij (0 )|表示最大初始误差。Ts

为调节时间存在一个固定时间上界Tmax 1 =
π

2γc

，使

得T1 < Tmax 1。

证明 构造李雅普诺夫（Lyapunov）函数

Vij ( t ) = e2
ij ( t )，并对时间 t求导可得

V̇ij ( t ) = 2eij ( t ) ėij ( t ) (10)

将式 (4)代入式 (1)中，可得有界噪声干扰的

TZNN模型式(5)误差动态方程的分量形式为

ėij ( t ) = - (γc + γr ) (1 + e2
ij ( t ) )sgn (eij ( t ) ) + nij ( t )

(11)
将式(11)代入式(10)中可得

V̇ij = 2eij
é
ë -(γc + γr ) (1 + e2

ij )sgn (eij ) + nij
ù
û ≤

2eij
é
ë - γc(1 + e2

ij )sgn (eij ) - γr sgn (eij ) + nij
ù
û =

-2γc(1 + e2
ij ) eij sgn (eij ) + 2eij[nij - γr sgn (eij )]

    

(12)

当增益满足 γr ≥ Δ时，不等式

eij ( t ) [nij ( t ) - γr sgn (eij ( t ) ) ] ≤ 0 (13)

恒成立，那么 V̇ij ( t )可进一步化为

1
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图1　LA-TZNN模型式(7)第 j列神经元的拓扑结构
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V̇ij ( t ) ≤ -2γc(1 + e2
ij ( t ) ) eij ( t ) sgn (eij ( t ) ) =

-2γc(1 + Vij ( t ) ) Vij ( t ) (14)

通过化简可得

dt ≤ dVij ( t )

-2γc( )1 + Vij ( t ) Vij ( t )
(15)

对式(15)两端分别积分（左边从 0到Ts，右边

从Vij (0 )到0），求得调节时间为

Ts(eij (0 ) ) ≤ ∫Vij (0 )

0 dVij ( t )

-2γc( )1 + Vij ( t ) Vij ( t )
=

1
γc
∫

0

Vij (0 ) d Vij ( t )

( )1 + Vij ( t )
=

1
γc

arctan Vij (0 ) =

1
γc

arctan | eij (0 ) |

  

(16)

因此初始误差分量 eij (0 )收敛至零所需时间为

Ts(eij (0 ) )。当最大初始误差分量 emax (0 ) 收敛后，

神经状态X ( t )收敛至理论解X * ( t )，故TZNN模型

式(5)的调节时间T1为

T1 = Ts(emax (0 ) ) (17)

式(8)得证，且由于 0 ≤ arctan |eij (0 )| <
π
2
，则

TZNN模型式(5)的调节时间T1总满足

T1 ≤ 1
γc

arctan | emax (0 ) | <
π

2γc

= Tmax 1 (18)

因此使用 TZNN 模型式(5)计算问题式(1)时，

即使受到有界噪声干扰，误差仍能收敛至零，且调

节时间 T1 存在一个与初始误差无关的上界 Tmax 1，

即固定时间稳定性。在无噪声环境，通过类似推

导[34]可知TZNN模型式(5)的调节时间T2及其上界

Tmax 2满足以下条件

T2 =
1
γ

arctan | emax (0 ) | <
π
2γ

= Tmax 2 (19)

证毕。

2.2　LA-TZNN模型

定理2 当增益 γr ≥ Δ时，受有界噪声 |N ( t )| ≤
Δ干扰的LA-TZNN模型式(7)在计算问题式(1)时，

其神经状态X ( t )可以收敛至理论解X * ( t )，且调节

时间T3满足

T3 = Ts(emax (0 ) ) (20)

Ts (eij (0 ) ) ≤ 1
μγc

ln (1 + μ arctan | eij (0 ) | ) (21)

存在一个固定时间上界 Tmax 3 =
ln ( )1 +

π
2
μ

μγc

，

使得T3 < Tmax 3成立。

证明 构造Lyapunov函数Vij ( t ) = e2
ij ( t )，对时

间求导可得 V̇ij ( t ) = 2eij ( t ) ėij ( t )，将式(6)代入式(2)

中，可得受有界噪声 nij ( t ) 干扰的 LA-TZNN 模型

式(7)误差动态分量为

ėij = -(γc + γr ) (1 + e2
ij )·

        (1 + μ arctan |eij|) sgn (eij ) + nij (22)

将式(22)代入式(10)中，参考定理1推导可得

V̇ij ≤ -2γc(1 + e2
ij ) (1 + μ arctan |eij|)·

eij sgn (eij ) +2eij[nij - γr sgn (eij )] (23)

当增益满足 γr ≥ Δ时，有不等式

eij ( t ) é
ënij ( t ) - γr sgn (eij ( t ) )ùû ≤ 0 (24)

恒成立，那么 V̇ij ( t )可进一步化为

V̇ij ( t ) ≤ -2γc(1 + Vij ( t ) )·
(1 + μ arctan Vij ( t ) ) Vij ( t ) (25)

通过求解微分不等式(25)可得

Ts(eij (0 ) )≤
∫Vij (0 )

0 dVij ( t )

- 2γc( )1 + Vij ( t ) ( )1 + μ arctan Vij ( t ) Vij ( t )
=

1
μγc
∫

0

Vij (0 )

d ln ( )1 + μ arctan Vij ( t ) =

1
μγc

ln (1 + μ arctan Vij (0 ) )=

1
μγc

ln ( )1 + μ arctan || eij (0 )                                     (26)

当所有误差分量eij ( t )均收敛至零后，神经状态

X ( t )收敛到理论解X * ( t )，故LA-TZNN模型式(7)的

调节时间为 T3 = Ts(emax (0 ) )，式 (20)得证。由于

0 ≤ arctan |eij (0 )| <
π
2
，则LA-TZNN模型式(7)的调

节时间T3总满足
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T3 ≤ 1
μγc

ln (1 + μ arctan | emax (0 ) | ) <

1
μγc

ln (1 +
π
2
μ) = Tmax 3 (27)

因此，使用LA-TZNN模型式(7)求解问题式(1)

时，即使受到有界噪声干扰，误差仍能收敛至零，

且调节时间 T3 同样也存在一个与初始误差无关的

上界 Tmax 3，即固定时间稳定性。在理想无噪环境

下，通过类似推导[34]，可知LA-TZNN模型式(7)的

调节时间T4及其上界Tmax 4满足

T4 =
1
μγ

ln (1 + μ arctan | emax (0 ) | ) <

1
μγ

ln (1 +
π
2
μ) = Tmax 4 (28)

综上所述，TZNN 模型式 (5)和 LA-TZNN 模

型式(7)在求解问题式(1)时，不论是否存在噪声

干扰，均能实现固定时间稳定，调节时间上界

依次由 Tmax 1,2,3,4 给出。注意 Tmax 1 式 (18)和 Tmax 3

式 (27)，由于不等式 x ≥ ln (1 + μx )
μ

对于 x > 0 恒

成立，则 Tmax 1 ≥ Tmax 3 对于任意初始误差恒成立，

且LA-TZNN模型式(7)实现了对数调节时间收敛，

故称其为TZNN模型式(5)的对数加速形式。证毕。

此外，通过观察TZNN模型式(5)在无噪声和有

界噪声环境下的调节时间上界，即式(18)和式(19)，

由于 γ = γc + γr 可知， Tmax 1 > Tmax 2。换言之 ，

TZNN 模型受到外部噪声干扰，为使各神经状态

可正常收敛，需从恒定增益 γ中分出部分 γr ≥ Δ用

以补偿噪声影响，一般取最小值 γr = Δ即可，这

导致实际用于误差下降的 γc = γ -Δ相应减少，故

相较于无噪声环境，需要更长的时间使误差归零，

即 Tmax 1 > Tmax 2，同理对于 LA-TZNN模型式(7)可

知 Tmax 3 > Tmax 4。因此在使用 TZNN 模型和 LA-

TZNN模型前，应尽量保证恒定增益 γ足够大，既

可满足抗噪需求，也可使误差快速下降。最后，

由 Tmax 1 式(18)和 Tmax 3 式(27)可知增益 γc 越大，调

节时间越短，收敛速度越快；由定理 1和定理 2的

条件 γr ≥ Δ ≥ |N ( t )|可知，增益 γr越大，能够抵抗

的噪声上界越大，模型鲁棒性越好。

3　预定义时间TZNN模型设计

在实际工程计算中，由于初始误差并非无穷大

而是在一个有限区域内变化，这导致实际调节时间

T1,2,3,4 与收敛上界 Tmax 1,2,3,4 差距过大，进一步减小

调节时间上界的估计显得尤为重要。因此，本节给

出了所提模型在半全局意义下的固定时间稳定性结

果，以提升模型的计算精度。

3.1　半全局调节时间上界

对于指定参数ϖ > 0，设区域 S = [-ϖ,ϖ ]，当

所有初始误差均满足 |eij (0 )| ≤ ϖ，即 eij (0 ) ∈ S，

以下定理总结了所提模型在半全局意义下的固定时

间稳定性结果。

定理 3 当神经初态 X (0 ) 满足 |eij (0 )| ≤ ϖ，
受有界噪声干扰的TZNN模型式(5)和LA-TZNN模

型式(7)均具有半全局固定时间稳定性，对应的最

小调节时间上界 tg1,tg2满足

tg1 (ϖ ) =
1
γc

arctan (ϖ ) < Tmax 1 (29)

 tg2 (ϖ ) =
1
μγc

ln (1 + μ arctan (ϖ ) ) < Tmax 3 (30)

证明 定理 1和定理 2分别推导了TZNN模型

式 (5)和 LA-TZNN 模型式 (7)的调节时间及其上

界，当每个初始误差均满足 |eij (0 )| ≤ ϖ时，依次

由式(18)和式(27)可得 TZNN 模型和 LA-TZNN 模

型的半全局最小调节时间上界，即式 (29)和式

(30)。在半全局意义上的调节时间上界更接近模

型的实际调节时间，进一步降低了估计的保守

性。证毕。

3.2　半全局预定义时间TZNN模型

为了实现预定义时间收敛，对所提模型的误差

动态式(2)进行修改。

Ė ( t ) = -γΦf(E ( t ) ) + N ( t ) (31)

其 中 ， Φf(E ( t ) ) =
tg (ϖ )

tf

Φ (E ( t ) )， tg (ϖ ) 表 示

TZNN 模型或 LA-TZNN 模型的最小调节时间上

界，即式(29)或式(30)，tf 表示一个可调参数可被

提前设定。代入误差函数可得半全局意义上具有

预定义时间收敛性的TZNN模型和LA-TZNN模型

分别为

M ( t ) Ẋ ( t ) = -Ṁ ( t ) X ( t ) +

N ( t ) - γ
tg1 (ϖ )

tf

Φ1(E ( t ) ) (32)
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M ( t ) Ẋ ( t ) = -Ṁ ( t ) X ( t ) +

N ( t ) - γ
tg2 (ϖ )

tf

Φ2(E ( t ) ) (33)

其中，Φ1(E ( t ) )和Φ2(E ( t ) )分别是由固定时间激

活函数ϕ1 (⋅)和ϕ2 (⋅)组成的矩阵。

定理 4 当神经初态 X (0 ) 满足 |eij (0 )| ≤ ϖ，
TZNN模型式(32)和LA-TZNN模型式(33)可以实现

预定义时间稳定，即神经状态X ( t ) 在预定时间 tf

内收敛至理论解X * ( t )。

证明 以TZNN模型式(32)为例，与定理 1中

的推导类似，通过化简可得

Ts(eij (0 ) ) ≤ tf

γctg1 (ϖ )
arctan | eij (0 ) | (34)

由式(29)可知 tg1 (ϖ ) ≥ arctan |eij (0 )|

γc

，故式(34)

可表示为

Ts(eij (0 ) ) ≤ tf (35)

TZNN模型式(32)的调节时间T5满足

T5 = {Ts(emax (0 ) ) | eij (0 ) ∈ S } ≤ tf (36)

同理，推导可知 LA-TZNN模型式(33)的调节

时间T6满足

T6 ≤ tf (37)

综上所述，TZNN模型式(32)和LA-TZNN模型

式(33)具有半全局意义上的预定义时间稳定性，可

通过调整参数 tf 的值提前设定调节时间上界。此

外，相较于在全局意义上构造预定义时间ZNN模

型，由于采用的是最小调节时间上界 tg1,2 (ϖ )更接

近实际调节时间，使得到的模型预定义精度更高。

证毕。

4　数值仿真

本节针对时变矩阵求逆问题式(1)，通过仿真

进一步验证所提模型的有效性和优越性，其中涉及

的ZNN模型和激活函数如表1所示。

4.1　无噪声环境

首先验证 TZNN 模型式 (5)和 LA-TZNN 模型

式(7)在无噪声环境中计算时变矩阵求逆的固定时

间稳定性，考虑问题中的参数和神经初态如式(38)

所示。

M ( t ) =
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú0.5sin ( t ) + 2 cos ( t )

cos ( t ) 0.5cos ( t ) + 2

I = é
ë
êêêê ù

û
úúúú1 0

0 1
,   E (0 ) = é

ë
êêêê ù

û
úúúú2 2

2 2
(38)

设置增益γ = 1、参数μ = 1和噪声N ( t ) = 0，可

求得TZNN模型式(5)和LA-TZNN模型式(7)的调节

时间上界分别为 Tmax 2 = 1.571 s 和 Tmax 4 = 0.944 s。

2 种模型求解问题式(1)的神经状态曲线如图 2 所

示，其中，黑色实线表示理论解X * ( t ) = M -1 ( t )，

灰色虚线和点划线分别表示2种模型求得的神经状

态，调节时间上界用菱形和正方形标注。显然，对

于一个相对较大的初始误差E (0 )，2种模型均能在

各自调节时间上界Tmax 2,4内收敛至理论解并保持稳

定，验证了所提方法在理想环境中的固定时间稳定

性。此外通过观察神经状态可知，相较于TZNN模

型式(5)，LA-TZNN模型式(7)在相同条件下收敛速

度更快。

为了进一步比较所提模型的收敛性能，定义

瞬态误差指标 JE = ||E ( t )||F = ||M ( t ) X ( t ) - I||F。

图 3给出无噪声环境下基于不同增益 γ的TZNN模

型式(5)和 LA-TZNN 模型式(7)求解问题式(1)的瞬

态误差曲线，黑色实线和灰色实线分别表示

TZNN模型式(5)和LA-TZNN模型式(7)。由图 3可

知，随着恒定增益 γ增大，2种模型的调节时间均

逐渐减小，从图 3 的子图可知，所有瞬态误差精

度均可达 10-4级左右。且在相同初始条件下，LA-

TZNN模型的收敛速度始终快于TZNN模型，进一

步验证了LA-TZNN模型是TZNN模型的一种加速

形式。

  表1　 仿真使用的ZNN模型和激活函数

组别

对照组

实验组

ZNN模型

ZNN

PSZNN
(power-sigmoid ZNN)

SBPZNN
(sign-bi-power ZNN)

TZNN模型式 (5)

LA-TZNN模型式 (7)

激活函数形式

ϕ ( x ) = x

ϕ ( x ) =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

xτ,                           |x| ≥ 1

1 + e-ξ
1 -e-ξ

1 -e-ξx

1 + e-ξx
, |x| < 1

ϕ ( x ) =
1
2 (|x|β + |x|

1
β ) sgn ( x )

ϕ1 ( x ) = (1 + x2 ) sgn ( x )

ϕ2 ( x ) = (1 + x2 ) (1 +
μ arctan |x|) sgn ( x )
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4.2　有界噪声干扰环境

在实际工业应用中，外部噪声干扰可能会导致系

统无法正常运行，故加强鲁棒性是设计模型时需要重

点考虑的一环。为了验证增益大小对所提模型的抗噪

能力和收敛速度的影响，此处分别在余弦噪声N ( t ) =

cos ( t )和三角波噪声N ( t ) = sawtooth (2πt )干扰环境

下，使用TZNN模型式(5)和LA-TZNN模型式(7)计算

时变矩阵求逆问题式(1)，其中噪声上界为Δ = 1，恒定增

益依次取值为γ = { 0.75, 1, 2 }，瞬态误差曲线如图4和

图5所示。根据第2节分析，可得以下结论。 

10
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图2　无噪声环境下TZNN模型式(5)和LA-TZNN模型式(7)求解问题式(1)的神经状态曲线
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图3　无噪声环境下基于不同增益 γ的TZNN模型式(5)和

LA-TZNN模型式(7)求解问题式(1)的瞬态误差曲线
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图4　余弦噪声干扰环境下基于不同增益 γ的TZNN模型式(5)和

LA-TZNN模型式(7)求解问题式(1)的瞬态误差曲线
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1) 当增益无法满足补偿噪声影响的分配需求

时，即 γ < Δ，模型无法正常收敛。

2) 当增益 γ ≥ Δ时，2 种模型可以完成收敛，

且增益越大，模型所需的调节时间越短。

如图 4和图 5所示，当增益取 γ = 0.75 < Δ时，

TZNN模型和LA-TZNN模型均无法收敛，始终存

在瞬态误差波动。当增益增大至 γ = 1，满足增益

分配需求，2 种模型均可收敛并保持稳定直至结

束，进一步验证了所提模型在有界噪声干扰环境中

的鲁棒性。此外，随着增益继续增大至 γ = 2，2种

模型的收敛速度加快，所需调节时间变短，与上述

分析一致。值得一提的是，在相同条件下，LA-

TZNN模型式(7)的调节时间相较于TZNN模型式(5)

更短，再次验证了所提对数加速方法的可行性。

为了比较说明所提TZNN模型和LA-TZNN模型

的优越性能，图 6绘制了 3种有界噪声干扰下不同

ZNN模型求解问题式(1)的瞬态误差曲线，其中对照

组模型结构可由其激活函数（在表1中列出）与式(3)

合并得到。从图6可知，相较于传统的ZNN，PSZNN

和 SBPZNN 模型，提出的 TZNN 模型式(5)和 LA-

TZNN模型式(7)能够有效抑制有界噪声干扰，鲁棒性

能更强，且收敛速度更快，所需调节时间更短，进一

步验证了所提方法的可行性和优越性。此外，再次验

证了LA-TZNN模型是TZNN模型的加速形式。

最后，对第 3节改进得到的TZNN模型式(32)

和LA-TZNN模型式(33)的半全局预定义时间稳定

性进行仿真。由图 7 可知，在半全局意义上求得

的调节时间 tg1,2 (ϖ )相较于全局上界 Tmax 1,3 更接近

实际调节时间 Ts ( E (0 ) )，降低了估计的保守性，

可在构造预定义时间收敛模型时达到更高的预定义

精度。图 8绘制了基于不同预定义时间 tf 的半全局

预定义TZNN模型式(17)和LA-TZNN模型式(18)求

解问题式 (1)的瞬态误差曲线，其中 tf 是可调参

数，其值对应预先设定的调节时间上界，实际调

节时间用星号标出。从图 8 可以看到，实际调节

时间非常接近且始终短于预定义时间 tf，验证了

2种所提预定义模型的可行性。  
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5　PUMA560机械臂重复运动规划

机械臂末端执行器位置和速度的运动学方程表

示为 r ( t ) = f (θ ( t ) )和 ṙ ( t ) = J (θ ( t ) ) θ̇ ( t )，其中，

r ( t )和 ṙ ( t )分别表示末端执行器的位置向量和速度

向量，θ ( t )和 θ̇ ( t )分别是关节角向量和关节角速度

向量，J (θ ( t ) )表示关节角的雅可比矩阵，f (θ ( t ) )

是关于关节角θ ( t )的光滑非线性映射。考虑到关节

角漂移问题，考虑以下机械臂重复运动规划方案

min 
1
2
θ̇T ( t ) θ̇ ( t ) + P0

T ( t ) θ̇ ( t )

s.t.  J (θ ( t ) ) θ̇ ( t ) = ṙd ( t ) + Pc ( t ) (39)

其中，Po ( t ) = α (θ ( t ) -θd (0 ) )表示机械臂的末端

执行器完成一个工作轨迹后回到期望初始角并实现

可重复运动，Pc ( t ) = β ( rd ( t ) - f (θ ( t ) ) )设定了期

望运动轨迹，α > 0和 β > 0是调节参数，θd (0 )表

示期望的初始关节角位置向量，rd ( t )和 ṙd ( t )表示

末端执行器的期望轨迹和期望速度向量。为了求解

上述时变二次规划问题，引入拉格朗日乘子 λ ( t )，

可得拉格朗日函数为

L ( θ̇,λ,t ) =
1
2
θ̇T ( t ) θ̇ ( t ) + P0

T ( t ) θ̇ ( t ) +

λT ( t ) [ J (θ ( t ) ) θ̇ ( t ) - ṙd ( t ) -Pc ( t ) ] (40)

式(40)对 θ̇ ( t )和λ ( t )求偏导并令其为零可得

W ( t )Y ( t ) = V ( t ) (41)

其中，有

W ( t ) =
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úI J T (θ )

J (θ ) 0
,Y ( t ) =

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úθ̇ ( t )

λ ( t )

V ( t ) =
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú-Po ( t )

ṙd ( t ) + Pc ( t )
(42)

通过构造误差函数E ( t ) = W ( t )Y ( t ) -V ( t )，

最终可以得到用于求解受噪声干扰的机械臂重复运

动规划的TZNN模型和LA-TZNN模型。

W ( t )Ẏ ( t ) = -Ẇ ( t )Y ( t ) + V̇ ( t ) + N ( t ) -

γ (1 + E2 ( t ) )sgn (E ( t ) )    
(43)

W ( t )Ẏ ( t ) = -Ẇ ( t )Y ( t ) + V̇ ( t ) + N ( t ) -

γ (1 + E2 ( t ) ) (1 + μ arctan | E ( t ) | )sgn (E ( t ) )  (44)

使用线性激活函数 ϕ ( x ) = x激活的ZNN模型

进行对比实验。

W ( t )Ẏ ( t ) = -Ẇ ( t )Y ( t ) + V̇ ( t ) + N ( t ) - γE ( t )

(45)
本节使用 TZNN 模型式(43)、LA-TZNN 模型

式 (44)和 ZNN 模型式 (45)对受有界噪声干扰的

PUMA560机械臂重复运动规划问题进行求解，以

验证所提模型的优越性。考虑到机械臂的初始位置

可能不在期望运动轨迹上，首先设置末端执行器的

期望初始角度θd (0 )和实际初始位置θ (0 )为

θd (0 ) = [ ]0.25 -1 - 0.3  1.5 - 0.6 0
T

θ (0 ) = [ ]0.25 -1.2 - 0.3  1.5 - 0.8 0
T (46)

仿真中选择余弦噪声干扰nij ( t ) = cos ( t )，模型

参数设置为γ = μ = 1，期望运动轨迹为李萨如（Lissa‐

jous）曲线。图9给出了TZNN模型式(43)求解带初始

位置偏差的PUMA560机械臂重复运动规划问题时各

关节的运动轨迹，其中灰色虚线表示设定的期望轨

迹，黑色实线表示各关节实际轨迹。可以看到，末端

执行器可实现从初始位置出发，逐渐到达期望轨迹，

并完成一周期封闭任务，验证了该方法的有效性。
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为了说明所提模型的鲁棒性，给出传统带线性激

活函数的ZNN模型式(45)求解上述问题的末端执行器

轨迹，如图10(a)所示，当受到外部噪声干扰时，ZNN

模型式(45)求解得到的末端执行器实际轨迹会受到很大

的影响，导致无法顺利完成轨迹跟踪任务。然而，

图10(b)中的LA-TZNN模型式(44)在相同条件下仍能较

好地跟踪期望轨迹，进一步验证了所提方法的优越性。

此外，图11给出了LA-TZNN模型式(44)受外部

噪声nij ( t ) = cos ( t )影响下求解PUMA560机械臂重

复运动规划问题时末端执行器的各种参数变化曲线，

如图 11(a)所示，各个关节角度从设置的初始位置

θ (0 )出发，并在最后返回到期望的初始位置θd (0 )，

实现可重复运动。并且从图11(a)和图11(b)可知，所

有关节角度和关节速度都是连续且光滑的，这在实

际机械臂上可得到复现，再次验证了所提模型的有

效性。图11(c)给出了末端执行器在笛卡儿坐标系下

的位置误差分量ex、ey和ez，可以看到末端执行器的

位置误差最大值很小，可达到10-5的数量级。综上所

述，所提2种模型均可用于机械臂求解重复运动规划

问题，且均有优越的性能。
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6　结束语

本文对传统ZNN做出改进，提出一类具有抗

噪能力的终端零化神经网络，在求解时变问题时具

有优越的鲁棒性。对误差动态进行了严谨的理论分

析，验证了所提模型在外部噪声干扰下具有固定时

间稳定性，并分析了增益对收敛性能的影响。给出

半全局意义上的收敛时间上界，通过修改增益形

式，使模型可以在预定义时间内完成收敛。最后将

所提网络应用于时变矩阵求逆和冗余机械臂重复运

动规划问题，仿真结果验证了所提方法的有效性。

考虑到实际应用中可能需要设定收敛时间，未来应

侧重于实现设定时间收敛。
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